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1. この稿全体の問題: xp (mod p) を求めよ
この稿を通じて、p は素数であるとします。次のような問題を考え

ます。
この稿全体の問題� �
与えられた x に対して、xp modulo p (xp を p で割った余り)を計
算せよ。� �
x としていろんなものをとるというのがミソで、さしあたって

• 数
• 行列
• 微分作用素
• 数列へのずらし

などが考えられるところです。

2. x = n が整数のとき
はじめの例として、 x が整数の時を考えましょう。

定理 2.1. x が整数ならば、xp mod p は x に等しい。(つまり変わら
ない。)

証明. Fermat の小定理により、
np ≡ n mod p.

□

Fermatの小定理の証明はこの稿の 4.3節でも一応証明してあります。

2.1. 素数か否かの粗い判定法. 「変わらない」ことは意味をもたない
気もするかもしれませんが、そうではありません。
p が素数なら、 2p mod p = 2 でないといけないし、3p mod p = 3,

4p mod p = 4, 5p mod p = 5, . . . , でないといけない。あとで少しだ
け触れるように、べき乗は比較的短時間で計算できるので、このこと
は p が素数か否かの粗い判定法を与えます。たとえば、 2p mod p 6= 2
であればただちに p が素数でないことがわかるというわけです。
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2.2. Carmichael 数. 急いで付け加えておかなければなりません。整
数 pが、2p mod p = 2, 3p mod p = 3, 4p mod p = 4, 5p mod p = 5,
. . . , を満たすにもかかわらず p が素数でない場合があります。このよ
うな数は Carmichael 数と呼ばれます。より正確に定義を述べれば、次
のような具合です:

定義 2.1. 正の整数 n が Carmichael 数であるとは、n は素数でないに
もかかわらず、n と互いに素な任意の a に対して、an ≡ a mod n が
成り立つときに言う。
2.2.1. Carmichael 数 の確率的判定法. 正の整数 n にたいして、つぎ
のような判定法が考えられます。

Carmichael 数 の判定� �
次のようなことを繰り返し行う。

(1) (Z/nZ)× の元 x をランダムにとる。
(2) xn = x か否かをチェックする。(xn 6= x ならばもちろん n
はCarmichael 数 ではない。)

これを例えば 100回行って、いつもチェックが成功すれば、n が
Carmichael 数でも素数でもないのにそんなことが起こる確率は
1/2100 以下である。� �
証明. 群論を用いる。nがもし Carmichael数ではないならば、(Z/nZ)×
の部分集合

H = {x ∈ (Z/nZ)×; xn = x}
は (Z/nZ)× の部分群であり、したがって n がもし Carmichael 数 では
ないならば、(Z/nZ)× の部分集合

H = {x ∈ (Z/nZ)×; xn = x}

は (Z/nZ)× の部分群であり、したがって
#(Z/nZ×)/#H = #((Z/nZ×)/H)

は 1 より大きい整数である。もし、ランダムに (Z/nZ)× の元をとれ
ば、それが H に入る確率は多く見積もっても 1/2 以下である。 □

上のことから、与えられた数が Carmichael 数であるか否かはすばや
く判定できる確率アルゴリズムがありますが、Carmichael 数は数が少
ないため、次のことは問題として残ります。
問題 2.1. 与えられた数 n に対して、n より大きなCarmichael 数のう
ち最小のものを (log n の多項式程度の時間で)求める確率的アルゴリズ
ムは存在するか?
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<a href="https://oeis.org/A002997">オンライン整数列大辞典</a>

には、Carmichael 数の最初の数十個が書いてあります。それによれば、
最初のCarmichael 数は 561 のようです。

2.3. 高速冪乗. f, n,m が比較的大きい数であっても、fn mod m を手
早く計算できます。ruby のプログラムを置いておきましょう。
# a* f^n mod m

def mypow1(a,f,n,m)

while (1==1) do

if (n==0)

return(a % m)

end

if (n==1)

return((a*f) % m)

end

n1 =n.div(2)

r1 = n % 2

if (r1 == 1)

a=a * f

end

f=(f*f) % m

n=n1

end

end

##################################################################

# mypow(f,n,m)

# returns

# f^n mod m

##################################################################

def mypow (f, n,m)

return(mypow1(1,f,n,m))

end

2.4. 問題. 問題、と言っても大して大事な問題というわけではありま
せんが、次のものを挙げておきます。
問題 2.2. p と互いに素な a に対して、a(p−1)/2 ∈ {±1} が常に成り立
つならば、p は素数だろうか?

つちもとはこの問題に対する答を知りません。10桁ぐらいまでの範
囲なら正しいようです。
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2.5. 素数判定法. 素数判定について、よく知られて、正しい方向性と
しては、Miller-Rabin 判定法と Solovay-Strassenの判定法があります。

Solovay Strassen の判定法� �
n が与えられたとする。n と互いに素な a に対して、

a(n−1)/2 ≡
(a
n

)
(Jacobi 記号) mod n

が成り立てば、a についてのテストは合格。� �
ランダムな a ついて上記のようなテストを行い、不合格なら n は素数
ではなく、合格なら n が素数である可能性が上がる。(テストを行うご
とに誤判定の可能性を 1/2 にできます。)

Jacobi記号の知識/計算が必要なところが大変そうですが、次のMiller-
Rabin 判定法ではそれが必要なくなります。

Miller-Rabin判定法� �
n が与えられたとする。n− 1 を 2 で割れるだけ割って、

n− 1 = 2sd (gcd(d, 2) = 1)

と書く。このとき、
(1) ad = 1 か
(2) a2

rd = −1 (∃(r ∈ {0, . . . , s− 1})
が成り立てば、a についてのテストは合格。� �
ランダムな a ついて上記のようなテストを行い、不合格なら n は素数
ではなく、合格なら n が素数である可能性が上がる。(テストを行うご
とに誤判定の可能性を 1/4 にできます。)
詳しくは wikipedia にもあるのでそちらをご参照ください。

3. 剰余環と有限体 Fp
3.1. 剰余環. 整数 m に対して、 剰余環 Z/mZ とは、要するに

a ≡ b mod m

を
a = b in Z/mZ

と書き換えて得られる世界です。ガウス整数論 (高瀬正仁訳)第 1章の
注を見ると

ルジャンドルは著作の中で合同式に対しても等号をその
まま使用した。しかし我々は曖昧さが発生するかも知ら
えないことを恐れて、それを模倣する気持ちにはなれな
かったのである。
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と書かれていて、少し驚きます。ガウスは剰余環 (と現代では言われる
もの)についても十分理解していたでしょうが、それとともに同世代
の無理解なひとたちのことも理解していたのでしょう。すくなくとも、
ずっとあとの世代の環論の整備を待たねば、それらの人々には扱いが
危なっかしいと感じられた面もあったのでしょう。
とりあえず我々は現代に住んでいて、Z/mZ というものを集合論、

環論の土台の上に手に入れています。
3.2. 体 Fp. p が素数であるとき、Z/pZ は体です。(つまり、0 以外の
元により割り算ができます。) これはユークリッドの互除法によりわか
ります。
以後、Z/pZ のことを Fp と書きます。

4. p 乗の和 (可換な場合)

a, bが可換ならば、バラバラと展開して、(a+b)3 = a3+3a2b+3ab2+b3

という式が成り立つのでした。もしこれが F3 上の話なら、右辺の間の
項は全て消えて、

(a+ b)3 = a3 + b3 (F3 上の環の可換な元 a, b について)

がなりたちます。この節の内容はその一般化です。
4.1. p乗の和 (可換な場合).

定理 4.1. Fp 上の環の元 a, b が可換ならば

(a+ b)p = ap + bp

証明. 二項定理により、

(a+ b)p = ap +

p−1∑
k=1

(
p

k

)
akbp−k + bp

あとは次小節の内容からわかります。
□

4.2. 二項係数の話から.

補題 4.2. p は素数であるとする。このとき、

p |
(
p

k

)
if 1 ≤ k ≤ p− 1

[これは Pascal の 3角形が p の段で両端を除いて p の倍数ばかりが現
れることを意味している。]
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証明. (
p

k

)
=
p(p− 1) . . . (p− k + 1)

k!

は整数であり、分母は p を素因子にもたず、分子は p を素因子に持つ。
ゆえに、(素因数分解の一意性により) p |

(
p
k

)
. □

4.3. Fermatの小定理の証明.

S = {x ∈ Fp; xp = x}

とおきます。
つぎのことがわかります。
(1) 1 ∈ S.
(2) a, b ∈ S =⇒ a+ b ∈ S.

実際、(1)は当たり前ですし、(2)は前小節の内容からすぐに従うこと
です。
このことから、S = Fp. すなわち、任意の x ∈ Fp に対して、xp = x

がわかります。
(ついでに x ∈ Fp が、x 6= 0 をみたすなら、xp = x の両辺を x で

割って、 xp−1 = 1 が得られます。普通 Fermat の小定理として知られ
ているのはこっちでしょう。)

4.4. 系.

系 4.3. Fp 上の環の元 a, b が可換ならば、Fp 上で

(a− b)p−1 =

p−1∑
j=0

ajbp−1−j

証明. まず多項式環 Fp[T, U ] 上で考えよう。T, U は不定元である。
T p − Up = (T − U)p

ゆえに

(T − U)p−1 =
T p − Up

T − U
=

p−1∑
j=0

T jUp−1−j

一般の場合はこの特殊化として得られる。 □

この手の議論は代数ではよく行われます。まず零因子をもたない環
(多項式環などがその典型)で等式を証明し、手に入れた等式に一般の元
を代入 (特殊化)することで一般の場合の証明ができるという寸法です。
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5. α が代数的数のとき。
5.1. 代数的数、代数的整数. 本稿では代数的数、代数的整数について
いろいろなことを扱いますが、その基本事項についてはここでは割愛
します。少なくとも下の事実は使います。

• 体 K とその部分環 R が存在するとき、K 内で R 上整なもの
の全体は環をなす。これをR の K 内での整閉包と呼ぶ。

• とくに、K ⊂ Q̄ のとき、Z の K 内での整閉包をOK と書き、
K の整環と呼ぶ。

5.2. α が代数的数、 すなわち、α ∈ O[1/d] (O はある代数体 K の整
数環, d は正の整数) のとき。u(X) を α の Q 上の (モニック)最小多
項式にとります。α1, . . . , αn を u の根としましょう。

r(p)(X) =
∑
j

u(X)αpj
(X − αj)u′(X)

(Lagrange の補間式) とおけば、
Xp ≡ r(p)(X) (mod u(X), p)

であって、
αp = r(p)(α)

です (“Kuroiwa理論”)
(見かけ上少しだけ)別の計算法もあります。|t| >> 0 に対する展開

1

u(t)

(u(x)− u(t)

x− t
=

∞∑
n=0

rn(x)t
−n−1

を考えます。このとき、素数 p にたいして rp(x) (mod p) はうえの
r(p)(x) と一致します。

6. 余談: 代数体の自己同型としてのFrobenius写像 etc

本稿では殆どは標数 p、Fp 上の話をするのですが、ちょっとだけ Q
とその代数閉包 Q̄ の話を書いておきましょう。本格的には「類体論」
ということになるわけですが、類体論の書物は良いものがたくさん出
ているのでここではアバウトなことのみ書いておきます。(この節は特
に書きかけの度合いが高くなっています。)
L を Q の有限次ガロア拡大、OL をその整数環とします。L は Q 上

単純拡大です。すなわち L = K(α) となる α ∈ L が存在します。(標
数ゼロの有限次代数拡大に関するガロア理論). α の Q 上の最小多項式
を u と書くと、u は Z[1/d] 上定義される一変数多項式です。
さて、p を OL の 0 でない素イデアルとします。OL/p の標数を p と

おきます。d の約数ではない p に対して、 u modulo p が考えられて、
その分解のしかたが p にどう依存するかが大事になります。
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u の判別式が p の倍数の場合は u が modulo p で重根を持つことに
なり、特別の注意が必要になります。このような場合を「分岐する場
合」それ以外の場合を「不分岐の場合」と呼びます。
本稿ではおもに p が u などに比べて十分大きい場合を考えたいの

で、不分岐な場合を考えることが多くなることになります。が、「類体
論」の精緻な世界では分岐する場合も合わせて考えないとうまく説明
できないことも多いので、この節ではほんのちょっとだけ分岐の場合も
述べることにします。

6.1. アナロジー:リーマン面の基本群、被覆群. 数体の Galois群はリー
マン面の基本群とたいへん似た性質があります。
画用紙に見立てたリーマン面に画鋲でプスプス穴を開けて、残りの

部分をアリンコより小さい妖精さんが歩き回っている様子を思い浮か
べるといいかもしれません。

6.2. 類体論というエエトコ取り. 類体論は、Galois 群の可換な部分の
みをとります。これには、2つのとらえ方が考えられるでしょう。

• Q のアーベル拡大のみを考える理論。
• Gal(Q̄/Q) の可換化 Gal(Q̄/Q)ab を調べる理論

手順前後はしばしば重大な結果を生むのですが、そこを無視して、エ
エトコをとったのが類体論、というわけです。ちなみに、そのへんを
無視せずに、全部の寄与を考えようというのが非可換類体論、という
ことになるのでしょう。

6.3. 局所類体論. 画用紙に画鋲であなをひとつだけ開けて、その穴の
ごくごく周辺で妖精さんが歩き回る、その様子が局所類体論、という
ことになります。

6.3.1. 不分岐の場合. 基本的には、穴のまわりを「何回まわるか」、が
大事になります。
L を Q のガロア拡大、OL をその整数環、p を OL の 0 でない素イ

デアルとします。OL/p の標数を p とおきます。
(1) F : OL/p 3 x 7→ xp ∈ OL/p は体の同型である。
(2) F は OL の p-進完備化 (̂OL)p の同型を誘導する。これを以下仮
に F̂ と書くことにする。

(3) OL は (̂OL)p の中の Z の整閉包であるから、F̂ で保たれる。す
なわち F̂ は OL の同型を誘導する。これを以下仮に FOL

と書
くことにする。

(4) 不分岐の場合、FOL
は OL の商体 L の自己同型を誘導する。こ

れを以下仮に F と書くことにする。
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まとめると、L, p が与えられると、L の自己同型が与えられること
になります。この自己同型を (

L/Q
p

)
と書くことにします。(Artin 記号)

6.3.2. 分岐の場合も込めての状況. p で「中途半端にまわる」のも込め
てまわる様子を記述するのが局所類体論です。まわる様子を記述する
のがArtin map

αp : Q×
p → Gal(Qab

p /Qp)

で、「何回まわるか」と「中途半端さの度合いは」という問いに対して
Q×
p の元で答えます。以下、岩沢健吉「局所類体論」に沿っています。

(記号を無理やり合わせようとしているため、他のところと整合性がと
れていません。)
k を、標数 0、剰余体の標数が p > 0 であるような局所体であると

する。
k の素元 π (Ok の素元) に対して、次のようなψ = ψπ ∈ Gal(kab/k)

が一意的に存在する。
ψπの定義� �

• ψ|kur = Frob.
• π ∈ N(Fψ/k). N(Fπ/k) はノルム群というやつで、

N(F/k) =
∩

F⊃k′⊃k

Nk′/k(k
′×).

(F の部分体で k の有限次拡大ｔ体であるような k′ に関す
る共通部分。)� �

補題 6.1. 群準同型 α : k× → Gal(kab/k) で、任意の素元 π ∈ k に対し
て α(π) = ψπを満たすものが一意に存在する。α を (local) Artin map
と呼ぶ。
k× の元 x は x = uπl (∃l ∈ Z, ∃u ∈ O×

K) と書かれることに注意し
ます。u を一つの π におっつけて x = uπl = (uπ)πl−1 と書きますと、
π′ = uπ も素元であって、

α(x) = ψπ′ψl−1
π

と表されます。ψπ′ や ψπ は kur に制限すると「一回まわる」(Frobenius
写像)に相当しますから、α(x) は「l 回まわる」のに「イロ (尾ひれ)を
付けた」ようなものだとわかります。
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6.4. 素数全体に渡るはなしと積公式. L を Q の有限次ガロア拡大体と
します。
素数 p ごとに、 pOL の素因子 p を考えることができます。p は複数

あるのですが、それらは Gal(L/Q) で共役で (中級環論)、以下で述べ
る議論には効いてこないので一つとって固定します。p のことを 書く
のが面倒なのでとりあえず p と同じ記号で書きます。
素数だけではなく無限遠点をひとつだけ加えたところを考えねばな

らないのです。(α2, α3, . . . , αp, . . . ) というイデール群の元に対して各
素数での寄与の積を取ります。
(α2, α3, . . . , αp, . . . , α∞)

7→
((α2, L2/Q2) · (α3, L3/Q3) · · · · · (αp, Lp/Qp) · · · · · (α∞), L∞/Q∞) ∈ Gal(L/Q)

これはArtin写像とよばれます。Artin 写像で Q× を送ると 1 になる、
というのが積公式で、
次の定理は Artin の相互法則と呼ばれます。

定理 6.2 (Artin). (statement はノイキルヒ (代数的整数論)定理 5.5)
から引用) 任意の有限次代数体の Galois 拡大 L/K に対して、標準的
同型

G(L/K)ab ∼= CK/NL/KCL
が存在する。
6.5. アバウトな話. L/Q をアーベル拡大とします。ここに書いておき
たいのは、次のような話です。(Q上でなく、一般の代数体上の話ても、
あんまり変わらないが、とりあえずこうする。)

• 不分岐な素数 p に対して 「p で一回まわる」 Frobp が定義さ
れる。

• 分岐する素数 p では「中途半端にまわる」ことがある。これら
を全部記述できるのが局所類体論。

• Gal(L/K) の元は どの p で何回まわるか (中途半端にまわる場
合も含む) で記述できる。それを記述するのがイデール群の元
である。

• Gal(L/Q)はアーベル群なので、回った順序は気にしなくて良い。
• 積公式は「回った様子」から Galois 群を得るときの関係式を与
える。

• 全部ひっくるめて、Gal(L/Q)の様子を記述するのが、Artin の
相互法則。

6.6. 例. L = Q(
√
−1)のとき、Gal(L/Q) = {id, σ1}. Q× の元をイデー

ル群の元と見て Gal(L/Q) に送ると id になるはずである。Q× は素数
と −1 とでで生成される (素因数分解の一意性) から、それらがどのよ
うに振る舞うかを見れば良い。
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p :4k − 1 型のとき
2 と p とで一回づつまわる。
p :4k + 1 型のとき
どの点でも回らない。
p = 2 のとき
どの点でも回らない。
p = −1 のとき
2 と ∞ で一回づつまわる。
なお、4k+1型の点 pは、p = a2+b2 = N(a+b

√
−1)となる a, b ∈ Z

が存在するので、p でまわる分は Gal(L/Q) には効いてこない。

7. 行列 A ∈Mn(Q) にたいして
A の固有多項式を u とおけば、u(A) = 0 であり、前節とおなじこ

とができる。
◎対角化する方法も考えられる。

8. p乗の和 (非可換の場合:Jacobson の公式)

8.1. 微分と積分. 環上の一変数多項式環 A[T ] の元

f(T ) =
∑
j

ajT
j

にたいして、その T に関する微分 (d/dT )f(T ) を

(d/dT )f(T ) =
∑
j

jajT
j−1

で定義する。

f(T ) =
∑
j

ajT
j

のうち、次の条件を満たすものを考える。
(I0) ∀j(aj 6= 0 =⇒ j + 1 は A で 可逆)

このとき、 ∫
f(T )dT =

∑
j

1

j + 1
ajT

j+1

と定義する。定積分なども同様に、定義される範囲で実数体上の積分
とおなじ式で定義する。
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8.2. Jacobson の公式.

定理 8.1. Fp 上の環の元 a, bにたいし、

(a+ b)p = ap + bp +

p−1∑
j=1

sj(a, b)

ただし、
sj(a, b) =

1

j
coef((ad(Ta+ b)))p−1a, T j−1)

p−1∑
j=1

sj(a, b) =

∫ 1

0

(ad(Ta+ b)))p−1a)dT

8.3. 証明とvariant. a, bのいずれとも可換な変数 T を考え、(Ta+b)p
を T のべきで展開して

(Ta+ b)p = T pap +

p−1∑
j=1

T jsj(a, b) + bp

と書く。両辺を T について微分すると
p−1∑
i=0

(Ta+ b)ia(Ta+ b)p−1−i =

p−1∑
j=1

jT j−1sj(a, b).

左作用 λ, 右作用 ρ を用いて書くと

(

p−1∑
i=0

λ(Ta+ b)iρ(Ta+ b)p−1−i).a =

p−1∑
j=1

jT j−1sj(a, b).

すでに得た (よく知られた公式)系 4.3と、λ,ρ の可換性により、
(λ(Ta+ b)− ρ(Ta+ b))p−1.a =

∑
j

jT j−1sj(a, t).

すなわち

ad(Ta+ b)p−1a =

p−1∑
j=1

jT j−1sj(a, t).

つまり、
パラメータ付き Jacobson の公式� �

(Ta+ b)p = T pap + bp +

∫ T

0

ad(ta+ b)p−1adt

� �
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9. p-curvature

この節の問題� �
[η, t] = 1 をみたす η, t に対して、

A(t) ∈Mr(Q(t))

を考える。A の分母の最高次の係数の絶対値よりも大きな素数 p
に対して (η + A(t))p (modulo p)を計算したい。� �

η+A(t)は connectionと呼ばれます。(η+A(t))p = ηp+PA(t) (∃PA(t) ∈
Q(t)) となるので、実際には PA を求めるのが問題になります。PA の
ことを connection η + A の p-curvature と呼びます。
p-curvature については Grothendieck-Katz 予想と呼ばれる有名な予

想があります。詳しくは wikipedia などをご参照ください。(この稿は
これが多いな。)

9.1. r = 1のとき、. Jacobson の公式により、

(η+A(t))p = ηp+A(t)p+

∫ 1

s=0

ad(sη+A(t))p−1A(t)ds = ηp+A(t)p−A(p−1)(t)

つまり、
PA = A(t)p − A(p−1)(t).

p-curvature を計算するのには、Fp の代数的閉包 F̄p を考えて、部分
分数展開を利用すると便利でしょう。
c ∈ F̄p, e ∈ {1, 2, . . . , p− 1} にたいして、

fc,e(t)
def
=

1

(t− c)e

とおくと、∀a ∈ F̄p にたいして、

−(afc,e)
(p−1)(t) + (afc,e(t))

p =

{
ap

(t−c)ep if e > 1
ap−a
(t−c)p if e = 1

ついでに、
f∞,e(t)

def
= te

にたいして、
−(af∞,e)

(p−1)(t) + (af∞,e(t))
p = aptep

PA(t) = 0 ⇐⇒ A(t) =
∑
j

aj
t− cj

(∃{aj} ⊂ Fp, ∃{cj} ⊂ F̄p)
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命題 9.1. ほとんどすべての p にたいして、PA = 0 となるための必要
十分条件は、A が一位の pole しかもたず、なおかつそれぞれの pole で
の residue が有理数であることである。さらに、このとき、

d

dt
f(t) = A(t)f(t)

は代数的な解
f(t) =

∏
i

(t− ci)
ai

をもつ。
9.2. r:一般,可換な場合. {A(t)} が可換な場合、すなわち、

[A(t), A(s)] = 0 (t, s の有理式として)

の場合を考えましょう。両辺を微分することにより、A(t) の微分たち
もそれぞれ可換であることがわかります。
この場合の話は、本質的には r = 1 の話の繰り返しになります。
Jacobson の公式により、

(ηp + A(t))p = ηp + A(t)p − A(p−1)(t)

で、p-curvature はPA = A(t)p−A(p−1)(t) です。c ∈ F̄p にたいして、c
での pole の位数を考えると、A は c で pole を持ったとしてもたかだ
か 1位であるということがわかります。さらに、c において

A(t) =
Ac
t− c

+ (c で正則な部分) (Ac ∈Mr(F̄p))

と書くと、
PA =

Apc − Ac
(t− c)p

+ (c で正則な部分)

となって、結局 Apc = Ac でなければならないことがわかります。これ
は Ac の最小多項式が λp − λ の約数でなければならないことを意味し
ますから、Ac の固有値は Fp の元で、なおかつAc は対角か可能であ
ることがわかります。

{Ac}c ∈ F̄p は全て可換ですから、これらを同時対角化することがで
きます。けっきょく、最初に述べたとおり、これは r = 1 の場合の直
和と同型であるという結論が出るわけです。
9.3. r:一般、可換とは限らない場合. 一般の場合も、各点 c ∈ F̄p で考
えて得られる結論は変わりません。ただし詳細はわずかに異なるので、
念のためここに書いてみます。c ∈ F̄p にたいして、

A(t) =
Ac

(t− c)e
+Bc(t)
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と分解してみます。Bc(t) の部分がなければ話は可換の場合になるの
で、e > 1 なら、

(η +
Ac

(t− c)e
)p − ηp = (

Ac
(t− c)e

)p

「e = 1」 ならば、
(η +

Ac
(t− c)

)p − ηp = (
Apc − Ac
(t− c)p

)

なのでした。Jacobson の公式により、
(η +

Ac
(t− c)e

+Bc(t))
p

=(η +
Ac

(t− c)e
)p +

∫ 1

0

(
ad(T (η +

Ac
(t− c)e

) + Bc(t))

)p−1

Bc(t)dT

積分の掛かる項はすべて e(p−1)位以下のpoleですから、結局、PA = 0
になるためには e = 1 で、Apc = Ac でなければならないことがわかり
ます。これは Ac の最小多項式が λp − λ の約数でなければならないこ
とを意味しますから、Ac の固有値は Fp の元で、なおかつAc は対角
か可能であることがわかります。まとめると:

命題 9.2. ほとんどすべての p にたいして、PA = 0 となると仮定する
と、Aは一位の poleしかもたず、なおかつそれぞれの poleでの residue
は有理数である。

10. Weyl 環の元
命題 10.1. [η, ξ] = 1 なる元 ξ, η を考える。

(η(aξη + b))p = ηp(apξpηp + bp − bap−1)

θ = ξη に対して、
(η(aθ + b))p = ηp(aθ + b)(a(θ + 1) + b) . . . (a(θ + (p− 1)) + b)

であり、
(aθ + b)(a(θ + 1) + b)(a(θ + 2) + b) . . . (a(θ + (p− 1)) + b)

=ap · θ1(θ1 + 1)(θ1 + 2) . . . (θ1 + (p− 1)) (θ1
def
= θ + b/a)

=ap(θp1 − θ1) (Fp の数学)

=ap(θp1 + bp/ap − b/a)

=ap(θp − θ) + bp − bap−1

=ap(ξpηp) + bp − bap−1
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11. Hochshild-Serre の公式
命題 11.1. A :標数 p の可換環, D ∈ Der(A), a ∈ A ならば、

(aD)p = apDp + (aD)p−1(a) ·D

証明は松村英之著「可換環論」(共立出版)の「導分と微分」の章 (sec-
tion 25, 定理 25.5)を参照のこと。
注意:上の命題は A が非可換では無条件で正しくはない。
例えば p = 3 なら、

(aD)3 = aDaDaD

= a(aD + a′)(aD + a′)D

= a(aDaD + aDa′ + a′aD + a′2)D

= a(a(aD + a′)D + aa′D + aa′′ + a′aD + a′2)D

= a(a2D2 + aa′D + aa′D + aa′′ + a′aD + aa′a′)D.

12. ベクトル束の接続と その p-curvature

[今の所この節の諸定義は最小限しか書いていないので仮定が間違っ
ている可能性があります。ご注意を。]
k を標数 p > 0 の可換環、A を k 上の可換環とします。A 上の

加群 M に対して、Derk(A,M) で A からM への微分 (k-線形写像で
Leibnitz 則を満たすもの)の全体のなす A-加群を表すものとします。
定義 12.1. M 上の connection とは、

• A-加群準同型写像
∇ : Derk(A,A) 3 v 7→ ∇v ∈ Homk(M,M)

であって、
• Leibnitz則　

∇v(f.s) = D(f).s+ f.∇v(s) (f ∈ A, s ∈M)

を満たす
ようなもののことです。
A-module M が与えられたとき、

AM = A⊕M as a module)

に乗法構造を
(a1,m1)(a2,m2) = (a1a2, a1m2 + a2m1)

で定義することで AM は k 上の可換環になる。接続 ∇ は
∇̃ : Derk(A,A) 3 v 7→ [(a,m) 7→ (v.a,∇v.m)] ∈ Der(AM , AM)



18 なんでも p乗してみる。

なる “derivation の lift” と対応させることができる。∇̃v は　 AM 上
の derivation なので命題 11.1を適用できることに注意する。我々は

(f∇v)
p = f p∇p

v + ((f∇v)
p−1.f)∇v

を得る。
定義 12.2. ∇ の p-curvature とは
p-curv(∇)(v, α) = ∇p

v(α)− (∇vp)(α) (v ∈ Der(A,A), α ∈M)

のことを言う。
先程の注意を用いると、

p-curv(∇)(fv, α) = ∇p
(fv)(α)− (∇(fv)p)(α)

= (f∇(v))
p(α)− (∇fpvp+((fv)p−1.f)∇v

)(α)

= f p(∇v)
p + (f∇v)

p−1.f)∇v(α)− (∇fpvp+((fv)p−1.f)v)(α)

= f p · (p-curv(∇)(v, α)).

この計算自体は ∇ が flat でなくても成立する。
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