
代数学特論 II 要約 NO.3

今日の テ ー マ :

行列の 単因子

前回 の 流れ か ら行く と 、 行列 A をま ず 弱固有空間ご と に 分け て 考え て 、 そ れ ぞ れ の 部
分で A の 標準型を考え る の が 自然で あ る の だ が 、 若干見方をか え て 加 群の 理論か ら話を
進め よ う 。 n 次正方行列 A ∈Mn(C) が 与え られ て い る と す る 。 A は

V = C
n = Ce1 + Ce2 + Ce3 + . . .Cen

に 作用す る 。 但し 、 こ こ に 、 ei は 基本ベ クト ルで あ る 。 V に は 、 多項式環 C[X] が 、

X.v = Av ( 一般に p(X).v = p(A)v)

(右辺は 行列と ベ クト ルの か け 算) と し て 作用し て い る 。 ド ッ ト (.) に 注意。 作用を考え る
と き に は い つ で も こ の ド ッ ト をつ け る 。
さ て 、 V の 成分を多項式に 拡 張し て 、

F0 = C[X]n =
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; ai(X) ∈ C[X] (i = 1, 2, . . . , n)
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と い う の を考え よ う 。 F0 の 元
t(a1(X), a2(X), . . . , an(X)) と い う の は 形式的に
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= a1(X)e1 + a2(X)e2 + a3(X)e3 + · · · + an(X)en

と 書く こ と も で き る 。 こ っ ちの ほう は ド ッ ト が つ か な い こ と に 注意。 ド ッ ト や 、 行列の 積
と の 区別を強調す る ため に 、 こ ちらの ほう の こ と を
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= a1(X) ⊗ e1 + a2(X) ⊗ e2 + a3(X) ⊗ e3 + · · · + an(X) ⊗ en

と 書く こ と も あ る 。 (⊗ は テ ン ソ ル記 号と 呼ば れ る 。 )
テ ン ソ ル記 号をド ッ ト に 置き 換え る 操作を φ と 書こ う 。 す な わ ち、 φ : F0 → V を

φ(a1(X) ⊗ e1 + a2(X) ⊗ e2 + a3(X) ⊗ e3 + · · ·+ an(X) ⊗ en)

=a1(X).e1 + a2(X).e2 + a3(X).e3 + · · ·+ an(X).en

=a1(A)e1 + a2(A)e2 + a3(A)e3 + · · ·+ an(A)en

で 定義す る 。
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φ は 線型写像で 、 全射で あ る こ と は す ぐ に 分か る 。 φ の 核 は 、 次の よ う な 線型写像の 像
と 一致す る 。

ψ : F1 = C[X]n 3 L 7→ (XE − A)L ∈ C[X]n = F0

ψ を F1 と F0 の 基底を取り 換え る こ と に よ っ て 、 で き る だ け や さ し い 表示に す る こ と 、
こ れ が ポ イン ト で あ る 。 実は 、 XE − A の よ う な 特殊な 元に 限らず 、 そ の よ う な や さ し
い 表示が あ る 。
す な わ ち、 C[X] で は ユー クリ ッ ド 除法（ 余り を許し た割 り 算) が で き る こ と か ら、「 掃

き 出し 法」 が 使え て 、 次の よ う な 命題が 成り 立つ 。

命題 3.1. Mn(C[X]) の 元 B に 対し て 、 C[X] の 元を成分に も つ 行列 P,Q で 、 det(P ) =
1, det(Q) = 1 を満たし 、

PBQ =
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(ただ し d1(X)|d2(X)|d3(X)| . . . |ds(X)) と い う 形に で き る も の が 存在す る 。
上の d1(X), d2(X), d3(X), . . . , ds(X) は B の 単因子と 呼ば れ る 。
上の P,Q は そ れ ぞ れ 次の よ う な 「 基本変形」 を具体的に 表現す る よ う な 行列の 積で

あ る 。

(1) P ...(行変形) B の あ る 行の 多項式倍を B の 別の 行に 加 え る 。
(2) Q ...(列変形) B の あ る 列の 多項式倍を B の 別の 列に 加 え る 。

こ の 続き は 次回 に ま わ す 。

問題 3.1. C[X] の 元を成分に も つ 3 次の 正方行列

B =
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X 1 0
0 X2 1
0 0 X3
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に 対し て 、 命題 3.1を満たす d1, d2, . . . , dr お よ び P,Q を具体的に 求め な さ い 。


