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20. Weyl-Clifford 環

20.1. The base field k and base ring k1. 基礎体 k とその拡大可換
環 k1 を固定する。特別の元 h ∈ k1. を選んでおく。h を 0 に特殊化す
ることにより、「可換の場合」にすぐ帰着できるようにしているのであ
る。後のセクションでは、kは標数 p ̸= 0の体で、k1 は環 k[h, 1

1−hp−1 ]

を採用することが多いだろう。

定義 20.1. ワイル代数とは、次の代数である。
Weyl

(h,C)
n+1 = k1⟨C,X0, X1, . . . , Xn, X̄0, X̄1, . . . , X̄n⟩

ただし Xi, X̄j はつぎの正準交換関係 (canonical commutation rela-
tions,CCR)を満たす:

[X̄i, Xj] = hCδij (Kronecker’s delta),

[X̄i, X̄i] = 0, [Xi, Xj] = 0. (i, j = 0, 1, 2, . . . , n).

C は中心的元である。

上のように、「k上環としてX1, X2, . . . で生成される環」という記号
を本稿では k⟨X1, X2, . . .⟩とかく。可換のときの記号と同じ記号を使っているが、ここではX1, X2, . . .
を一般に非可換と考えていることに注意。...と行こうと思ったが、直
した。

定義 20.2. クリフォード代数とは次の代数である。

Cliff
(h,C,k)
n+1 = k1⟨C, k, E0, . . . , En, Ē0, . . . , Ēn⟩

ただし E, Ē たちはつぎの正準反交換関係 (CAR)を満たす:

[Ēi, Ej]+ = Chkδij

[Ēi, Ēj]+ = 0, [Ei, Ej]+ = 0

ここで, C, k は中心的な元である。.

定義 20.3. 非負整数 n,m にたいし、ワイル-クリフォード代数を次の
テンソル積で定義する。

WC
(h,C,k)
n+1,m+1 = Weyl

(h,C)
n+1 ⊗k1[C] Cliff

(h,C,k)
m+1 .

n = mのときは簡単のためWC
(h,C,k)
n+1 = WC

(h,C,k)
n+1,n+1 と書くことにする。

Weyl 環を A2n 上の非可換関数環であるとみなし、その上の form の
空間としてWeyl-Cifford 環を採用する。form の反交換関係に現れる k
は研究の初期には ただの定数であり、なんなら k = 0 とおいても大丈
夫かと思っていたのだが、実は後々大事な役割を満たす。

Pn × Pn は An+1 × An+1 を Gm で「割る」ものである。その際
に Marsden-Weinstein quotient を使うのだが、そのために Gm 作用
の「モーメント写像」を考える必要がある。それは WCn+1 の元 µ で
あって、

[µ, x] = (const) · sdeg(x)x
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を満たすものである。ただし sdeg は次のような次数 (“super degree”)
である。

変数: X X̄ E Ē C
sdeg: 1 −1 1 −1 0

µ(k,0) = k
∑

i XiX̄i +
∑

i EiĒi とおく。moment map としてはこれ
の定数倍か、それに定数を足したものしかないのがわかる。つまり、
moment map としてふさわしい候補は、

µ(ak,b) = a(k
∑
i

XiX̄i +
∑
i

EiĒi)− bC

(a, b ∈ k1) である。この定数をきちんと決める必要があるが、これが
意外と悩みの種である。

(a, b) のとり方により 2つの似て非なる理論を紹介したい。これらを
説明するために ρ という定数を固定することにする。

µ0 = kρ
∑
i

XiX̄i + kρ−1
∑
i

EiĒi

µ1 = µ0 − C

当分の間、ρ = 0 or 1 である。ρ = 0 の時を「有限のばあい」、ρ = 1
の場合を「無限小の場合」と呼ぶことにする。
任意の x ∈ WCn+1 に対して、

[µ1, x] = hkρ sdeg(x)x

が成り立つ。
Marsden-Weinstein quotient の一般的な処方に従って、

Apre def
= (WCn+1)(0)/(µ1)

とおく。ただし、(WCn+1)(0) は signed degree についての degree が 0
の部分である。さらに、k-torsion を 取り除いておく

A
def
= Apre/(k-torsions) = Image(Apre → Apre[

1

k
]).

大事なので 2つの場合を別々に説明してみよう。
ρ = 0 の場合には、
µ1 =

∑
i XiX̄i +

1
k

∑
iEiĒi である。∑

i X
p
i X̄

p
i /C

p は 有限の値 (1− hp−1) をもつというのが利点である。
ただし分数 1

k

∑
i EiĒi が計算の至るところに現れるという欠点をもつ。

分数を避けるために µ1 = 0 の代わりに kµ1 = 0 から出発したとして
も

∑
i XiX̄i −C を考えればこれが 1

k

∑
i EiĒi の役割を果たすので結局

は同じである。
ρ = 1 の場合は 分数を扱う必要がなくなり、議論が大変すっきりす

る。ただし、
∑

i XiX̄i が C/k と同程度で、なおかつ後述のように k ま
たは h は無限小でなければならないことから、我々の Pn × Pn の「お
おきさ」は h に比べて十分大きい、いわゆる「古典的な場合」を扱っ
ていることになる。


