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1 単体複体
定義 1.1. K が単体複体とは、ある頂点の集合 V の有限部分集合の族で、

σ ∈ K, τ ⊂ σ =⇒ τ ∈ K

を満たすもので、K の元を K の単体と呼ぶ。さらに K の単体 σ ∈ K の濃度が n + 1 のとき、σ を K の n-単体と呼
び、|σ| = n と書く。

定義 1.2. 単体複体 K の単体 σ, τ が τ ⊂ σ のとき、τ は σ の面単体と呼び、さらに、|τ | = k のとき、σ の k-面単体
と呼ぶ。

定義 1.3. 単体複体 K, L が K の n-単体 σ とその n− 1-面単体 τ に対し K = L
∐{σ, τ} と表せるとき、K は Lにつ

ぶれるといい K ↘ L または L ↙ K と書く。単体複体 K, L がホモトピー同値 K ' Lであるとは

1) 単体複体の列 K = K0,K1, . . . , Km = L がある。

2) 各 i で Ki ↙ Ki+1 または Ki ↘ Ki+1

を満たすときに言う。

定義 1.4. h がホモトピー不変量 (homotopy invariant)とはX ' Y =⇒ h(X) = h(Y )を満たす量である。

定理 1.5. 単体複体K のオイラー数 χ(K)を χ(K) =
∑

i≥0(−1)i(K の i-単体の個数)と定義すると、オイラー数はホ
モトピー不変量である。

2 基本群
定義 2.1. T が単体複体 K の樹木とは、T ⊂ K となる単体複体で「∀σ ∈ K ⇒ |σ| ≤ 1」を満たし、T ' ∗ となるもの
である。ここに、∗ = {∅, {v}}. K の樹木 T が極大であるとは、どんな 1-単体 τ に対しても、T ∪ {τ} 6' ∗となるもの
である。

定義 2.2. 単体複体 K の基本群 π1(K)は K の極大樹木 T に含まれない K の 1単体を {g1, g2, . . . , gn} とし、これら
の 1単体が 2単体 rj の面単体担っているとき、π1(K) = 〈g1, g2, . . . , gn|r1, . . . , rm〉. と定義する。
定理 2.3. 基本群 π1(−) はホモトピー不変量である。

3 Diagram Chasing による証明

ここでは、C で「ベクトル空間と一次写像の圏」または「アーベル群と準同型の圏」を表す。即ち、X ∈ C は「X はベ
クトル空間 (またはアーベル群)」を意味し、f :X → Y ∈ C は「f :X → Y は一次写像 (または準同型)」を表す。

定義 3.1. X wf
Y wg

Z ∈ C が完全であるとは、「gf = 0」 かつ「g(x) = 0 ⇒ ∃y ∈ X such that f(y) = x」を満たす
ときである。

定理 3.2. (FIVE LEMMA) 次の C の完全列の可換図式がある。
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このとき、a, b, d, e が同型なら c もまた同型である。

定理 3.3. (SNAKE LEMMA)次の C の完全列の可換図式がある。

0 A B C 0

0 A′ B′ C ′ 0

w wf

u
a

wg

u
b

w

u
c

w wf ′ wg′ w
このとき次の完全列がある。

0 w Ker a wf
Ker b wg

Ker c wδ Coker a wf ′
Coker b wg′

Coker c w 0.

ここに δ は f ′−1
bg−1 により誘導されるものである。



4 鎖複体のホモロジー群
定義 4.1. C の列 · · · wdn+1

Cn wdn
Cn−1 wdn−1· · · wd1

C0 → 0 が鎖複体とは各 n に対して、dndn+1 = 0 を満たすときである。

定義 4.2. C• : · · · wdn+1
Cn wdn

Cn−1 wdn−1· · · wd1
C0 → 0, D• : · · · wdD

n+1
Dn wdD

n
Dn−1 wdD

n−1· · · wdD
1

D0 → 0 を鎖複体とする。こ
のとき鎖複体の間の写像 ϕ:C• → D• とは「ϕ = {ϕn: Cn → Dn} かつ ϕn−1dn = dD

n ϕn」を満たすものである。

定義 4.3. 鎖複体 C• の n次元ホモロジー群 Hn(C•) を

Hn(C•) = Ker dn/Im dn+1

と定義する。

定理 4.4. 0 → C• wϕ
D• wψ

E• → 0 を鎖複体の完全列とする。このとき、次の完全列がある。

· · · wδ
Hn(C•) wϕ∗

Hn(D•) wψ∗
Hn(E•) wδ

Hn−1(C•) wϕ∗ · · · .

定義 4.5. アーベル群 A の自由分解とは完全列 · · · → Fn → Fn−1 → · · · → F0 → A で各 nに対して Fn が自由加群
であるものである。このとき、アーベル群 B に対して、 · · · → Fn ⊗ B → Fn−1 ⊗ B → · · · → F0 ⊗ B → 0 は鎖複体
F• ⊗ B であり、 このホモロジー群を Torn(A,B) と書く。すなわち Torn(A, B) = Hn(F• ⊗ B). 同様に、Hom(F•, B)
は鎖複体になりこのホモロジー群を Extn(A,B) と書く。

定理 4.6. Tor0(A, B) = A ⊗ B, n > 1 に対して、Torn(A, B) = 0. Ext0(A,B) = Hom(A,B), n > 1 に対して、
Extn(A,B) = 0.

5 単体複体のホモロジー群
定義 5.1. K を単体複体とする。このとき、Cn(K) でK の n単体を基底とするベクトル空間 (K の n単体で生成され
る自由アーベル群)とする。このとき、微分 dn: Cn(K) → Cn−1(K) を

dn({x0, x1, . . . , xn}) =
n∑

k=0

(−1)k{x0, x1, . . . , x̂k, . . . xn}

で定義される一次写像 (準同型)と定義する。ただし、x̂ は x を除くの意味である。

定理 5.2. dndn+1 = 0

定義 5.3. 単体複体K のホモロジー群をHn(K) = Hn(C•(K)) と定義する。

定理 5.4. 各 nに対し、Hn(−) はホモトピー不変量である。

定義 5.5. 単体複体K のオイラー数 χを

χ(K) =
∑

n≥0

(−1)n dimHn(K) (=
∑

n≥0

(−1)nrank Hn(K))

定理 5.6. 定理 1.5 のオイラー数と定義 5.5のオイラー数は一致する。

6 一般ホモロジー論
定義 6.1. h∗ が一般ホモロジー論とは、CW 複体の圏 T OP から次数付アーベル群の圏 GAへの関手 h∗: T OP → GA
で、次を満たすもの：

1) f ' g: X → Y ならば h∗(f) = h∗(g): h∗(X) → h∗(Y )

2) X wf
Y wg

Z がコファイバー列なら、h∗(X) wh∗(f)
h∗(Y ) wh∗(g)

h∗(Z)は完全列

3) 自然同型 σX : hn(SX) ∼= hn−1(X) がある。

定理 6.2. 前節の単体複体のホモロジー群H∗ から誘導される簡約ホモロジー群 H̃∗ は一般ホモロジー群である。

定理 6.3. Atiyah-Hirzebruch スペクトル系列 E2
s,t = H̃s(X : ht(S0)) =⇒ hs+t(X) がある。言い換えると、CW 複体

X の一般ホモロジー群 h∗(X)は普通のホモロジー群 H̃∗(X)と球面のホモロジー群 h∗(S0) が分かれば計算可能である。

結論: 安定ホモトピー論ではホモトピー群は一般ホモロジー論であるので、球面のホモトピー群の決定は本質的な問題
である。


