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３次元人の４次元新賞味法 

 

小川 泰1
 

 

 

筆者の出自は物性・統計力学系の理論物理学であった

が、1970 年頃から点や剛体球などの配置問題を中心とす

る幾何学に興味が移行してきた。ただし、『（数学として

ではなく）科学の立場での幾何学』といった方が適切で

あろう。別の言葉を使うならば、証明よりも事実を重ん

じて、観察や実験に基づいて記述、考察、推論を愉悦し

む。さらに、場合によっては、デザインや造形化に進む。 

この立場で数理解析研「準周期系研究会」の外にも、

形の科学会2と、Martin Gardner にちなんで隔年 Atlanta で

開催される集会 Gathering for Gardner (G4Gn と略称, n は第 n 回を表す整数)などで発表して

きた。 

以下はそのまとめである｡ 

 

§1. はじめに 

一般次元の正多胞体を考えると､ 正４面体のような単体と立方体的多胞体は任意次元の

ユークリッド空間に存在する｡ N 次元での単体の頂点数は N+1、同じく超立方体の頂点数

は 2N である｡ われわれが住む 3 次元では、（偶然というべきか）単体と立方体の折り合い

がよく、正四面体の 4 頂点は立方体の 8 頂点と一致させて内接させることができる。これ

は一般の次元で考えると、極めて特殊なことである。これらの頂点数が整数比になるのは 

N 次元単体の頂点数は   、N 次元立方体の頂点数は  であるから、それらの比は

        であり、整除可能な特殊次元は次表のようになる 

表 1  特殊な次元での単体と「立方体」の頂点数の関係 

整数  M 2 3 4 5 

次元  N       3 7 15 31 

単体頂点数      4 8 16 32 

超立方体帳点数  N2  8 128 32768 2147483648 

単体頂点数と超立方体帳点数の比  12 NN
 2 16 2048 67108864 
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つまり、我々の３次元の後は 7，15， 31,…次元である。 

§2. 次元固有の一様曲線 

 各次元ごとに固有の一様曲線が存在する。1次元は空間自身に等しく、直線自体。起点や

終点が存在すればもはや一様ではない。２次元は任意の円。大きさや位置は任意。３次元

は蔓巻線。時間をパラメータとして曲線を表す運動のイメージが便利である。そうすると、

２次元は等速円運動。３次元は円運動しながら第３の方向に一定の速さで伸びる蔓巻運動

に相当する。円運動も直線運動も独立に任意に選んでいい。 

さて、４次元では？ というのがソモソモの発想であった。すぐわかることは円運動二

つの合成である。それぞれの円運動を選ぶ自由度もあるだろうが、私の立場は冒頭に述べ

たように、直観的理解や造形の愉悦が重要要素である。実際に採用した思考過程に従って

以下に記述する。 

 

４次元を互いに独立な二つの２次元空間の直積とし、それぞれに円運動を想定するが、

を         ＝                                 としておく。不必要に一般化せ

ずに、円運動の半径は揃え、初期位相も簡単にしておく。周期比閉曲も線となるように簡

単な整数比を採用する。４次元一様運動自体の説明はこれで十分。次に３次元空間に「翻

案」して、３次元人としての賞味法を導入する。 

 

§3. 3 次元人の「特典」を利用して満喫 

§1 で述べた次元間の特殊な関係を利用してこの４次元曲線を３次元曲線に特殊写像す

る。 
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に対して、     を Fibonacci 列に沿って、                            のようにとって、

収束具合を観察する。 Mathematica によるグラフィックスを利用したので視点位置は､その

①default 値すなわち            , ②x 軸方向 3.38 の距離、 ③y 軸方向 3.38 の距離、

④z軸方向 3.38 の距離の順で次ページの表Ⅰに示す。（3.38 は default 視点の直線距離） 

 やがて、この曲線群が同一曲面上にあることに気づく。その曲面の方程式は曲線の方程

式でパラメータを書き換えた次式で与えられる。 
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この曲面を次頁に図示するが、別の視点で考えると「離心率    の水平楕円が、長軸の向

きと水平を保ちながら鉛直面内で合同な楕円運動したときの軌跡」である。イメージとし

て観覧車（Ferris wheel）に喩えれば、そのゴンドラの水平断面も運動軌跡も合同な楕円と
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いう仮想観覧車ということになる。一葉双曲面や螺旋面のような線織面に対していわば円

織面がありえ、さらに楕円織面という表現も成立しえよう。 

 

§3. 4. 曲面にとっての曲線は？ 

 

 この曲面と曲線を別々に、および曲面と曲線を一緒にしたものを積層造形で作成した。

素手の感触を伴う「観察」でつぎの「所見」を得た。 

その軌跡としてできる立体は、対称面５枚あり（円形のものが２、互いに接触している

合同な楕円が２、＋形（あるいは×形）のものが１である）。つまり、さきの表式で採用

した座標系で表現すれば、   の対称面が＋形（あるいは×形）に相当する。動点にとっ

てそこは、いわば関所の役割を果たしており、軌道はそこで区切ることができる。その観

点で観察すると、軌道は曲面の測地線になっているようである。この曲面上という束縛条

件下での自由粒子運動を解くという解析力学問題として考察中であるが、事情があって間

に合わなかったので次回研究会までの宿題とさせて頂きたい。 

今述べたこの問題以外にも、一連の発想全体に渡って拡張可能な事柄が多数あると思っ

ている。 
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