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L2([0, 2π))において，関数 ψL(t) = e−itに対して ψL(nt)を対応させるユニタリ
作用素をUnとすれば {UnψL}n∈Z = {e−int}n∈Zは正規直交基底となる．また，l2(Z)

において関数 ψl(i) = δ(i)に対して ψl(i − k)を対応させるユニタリ作用素を T と
すれば {T kψl}k∈Z = {δ(i − k)}k∈Zは正規直交基底となる．Unと T はそれぞれス
ケール変換と平行移動に相当する．ウェーブレットはこの両者を組み合わせるこ
とで L2(R)の正規直交基底をなすようにした関数族といえる．
L2(R)上のユニタリ作用素 U, T を

(Uξ)(x) =
1√
N
ξ
( x

N

)

for ξ ∈ L2(R), x ∈ R

(T kξ)(x) = ξ(x− k) for k ∈ Z, ξ ∈ L2(R), x ∈ R

と定義する．

定義 1. ノルム 1の関数ϕ ∈ L2(R)が father関数であるとは，V0 = span{T kϕ|k ∈
Z}とするとき

(i) {T kϕ}k∈Zが L2(R)の正規直交系をなし，

(ii) Uϕ ∈ V0,

(iii)
⋂

n∈Z
UnV0 = {0},

(iv)
⋃

n∈Z
UnV0 = L2(R)

を満たすときをいう．

V0の元 ξ(x) =
∑

n∈Z
bnϕ(x− n)に対して L2(T)の元m(e−it) =

∑

n∈Z
bne

−intを
対応させる等距離写像をFϕとする．ξ ∈ U−1V0に対してmξ = Fϕ(Uξ)とおき，ξ
および ϕのフーリエ変換をそれぞれ ξ̂, ϕ̂で表すことにすると，

√
Nξ̂(Nt) = mξ(e

−it)ϕ̂(t) t ∈ R

という関係が成り立つ．

定義 2. N ≥ 2に対して，等距離作用素 s0, . . . , sN−1が

s∗i sj = δijI,

N−1
∑

i=0

sis
∗
i = I

を満たすとき，C∗(s0, . . . , sN−1)をクンツ環といい，ON で表す．
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次に述べることからクンツリレーションが導かれる．ρ = e2πi/N とする．

命題 3. ξ, η ∈ U−1V0とする．すべての k ∈ Zに対して ξ ⊥ T kηとなるための必要
十分条件は

N−1
∑

k=0

mξ(zρ
k)mη(zρ

k) = 0 a.a. z ∈ T

となることである．また，{T kξ}k∈Zが正規直交系をなすための必要十分条件は

N−1
∑

k=0

|mξ(zρ
k)|2 = N a.a. z ∈ T

となることである．

m0 = mϕとする．m1, . . . , mN−1 ∈ L2(T)を関係式

N−1
∑

k=0

mi(zρ
k)mj(zρ

k) = δijN for z ∈ T, i, j = 0, . . . , N − 1

を満たすように選び，ψ1, . . . , ψN−1を
√
Nψ̂i(Nt) = mi(e

−it)ϕ̂(t) for t ∈ R, i = 1, . . . , N − 1

によって定義すると，{T kψi}k∈Z, i∈{1,...,N−1}はU−1V0∩V ⊥
0
の正規直交基底となり，

さらに {UnT kψi}n,k∈Z, i∈{1,...,N−1}はL2(R)の正規直交基底となる．
L2(T)上の作用素 S0, . . . , SN−1を

(Siξ)(z) = mi(z)ξ(z
N ) for ξ ∈ L2(T), z ∈ T, i = 0, . . . , N − 1

と定義すると，m0, . . . , mN−1が先ほどの関係式を満たすことと S0, . . . , SN−1が

S∗
i Sj = δijI,

N−1
∑

i=0

SiS
∗
i = I

を満たすことが同値となる．
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