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1 量子マルコフ状態

Anを d× d複素行列Md(C) (= Md)とし，A =
⊗∞

i=1 Ai =
⊗∞

i=1 Mdと

する．また，任意のΛ ⊂ Nに対し，AΛ =
⊗

i∈Λ Ai とする．特に，A[1,n] =⊗n
i=1 Aiとする．ここで，A[1,n−1]はA[1,n−1]⊗Iとみなすことにより，A[1,n]

の部分 C∗環であるとする．さらに，推移写像 (translation) γ を，任意の

X ∈ An (n ∈ N)に対し，γ(X) = I ⊗X により定義する．
また，C∗環B上の線形写像Eが条件つき平均 (conditional expectation)

であるとは，E がユニタル，べき等かつ正であるときをいう．さらに，任
意のB ∈ BとA ∈ ran(E)に対し，E(BA) = E(B)A が成り立つ．

定義 1.1. A上の状態 φが (量子)マルコフ状態であるとは，条件つき平均

の列 En : A[1,n+1] → A[1,n]が存在して，En(A[1,n+1]) ⊃ A[1,n−1] を満たし，

さらに，任意の n ∈ NとA1, . . . , An ∈Md に対し，

φ(A1 ⊗ · · · ⊗An) = φ ◦E1 ◦ · · · ◦ En−1(A1 ⊗ · · · ⊗An)

を満たすときをいう．さらに，

φ(X) = φ ◦ γ(X)

を満たすとき，φは推移不変マルコフ状態 (translation-invariant Markov

state)という．

有限次元 C∗環上の状態について，次の命題が成り立つ．

命題 1.2. φを有限次元C∗環B上の状態とするとき，Bの正作用素Dφで

Tr(Dφ) = 1を満たし，さらに任意のB ∈ Bに対し，

φ(B) = Tr(DφB)

を満たすものが唯一存在する．ただし，TrはB上のトレースとする．ここ

で，このDφを φに対応する密度作用素 (density matrix)という．

このマルコフ状態を調べていくことがこの研究の目的であるが，今回の発

表では推移不変マルコフ状態の密度作用素についての結果を紹介する．マ

ルコフ状態の密度作用素は単に状態の具体的な形というだけでなく，モジュ
ラ自己同型群やエントロピーとも深く関連している．

マルコフ状態の密度作用素を決定する上で，以下の定理および命題が有

用である．
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定理 1.3. φを条件つき平均の列 {En}に対応するA上のマルコフ状態とす

るとき，ある条件つき平均 E : Md ⊗Md →Mdが存在して，

Fn = idA[1,n−1]
⊗E

により，Fn (n ∈ N)を定義するとき，φは条件つき平均の列 {Fn}に対応す
るマルコフ状態になる．

命題 1.4. B =
⊕k

i=1Mriを有限次元C∗環，C =
⊕l

j=1Msj をBのユニタ

ル部分C∗環とし，さらに，mijをMsj のMriに対する重複度とする．Eを
Bから Cへの全射な条件つき平均とするとき，Bから

⊕
i,jMsj ⊗Mmij へ

の自然な条件つき平均 F と，任意の i, j に対し，Mmij 上の正の汎関数 ρij

が存在して，

E = (
⊕

i,j

idMsj
⊗ ρij) ◦ F

と書ける．

これらを組み合わせると，次の定理を得ることができる．

定理 1.5. B = ran(E) =
⊕k

i=1 Mdi とし，miをMdi のMdに対する重複

度とすると，Si ∈Mdi と Tij ∈Mmi ⊗Mdj が存在して，φ|A[1,n−1] ⊗Bの
密度作用素Dが

D =
⊕

i1,... ,in

Si1 ⊗ Ti1i2 ⊗ · · · ⊗ Tin−1in

となる．
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